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Abstract

L'écoulement permanent, bidimensionnel et incompressible autour et a I'intérieur d’'une sphére fluide est considéré. Les équations de
Navier—Stokes sont exprimées en termes de fonction courant et du rotationnel et résolues numériquement en utilisant la technique des
différencesfinies. Les effets du nombre de Reynolds et du rapport des viscosités entre les phases dispersée et continue sur les caractéristiqu
de I'écoulement sont étudiés. Les résultats sont présentés sous forme de champ de fonction courant, de coeffidretespdetdes
nombres de Reynolds allant jusquRa = 400 et un rapport des viscositésompris entre 0 et 1000. Les deux cas @xtesc = 0 et 1000
sont en bon accord avec les études précédentes concernant I'écoulement autour d'une bulle sphérique et d’une spheére rigide. A partir de:
résultats numériques une équation prédictive pour le coefficient ilgérast proposée, elle est valable pour des nombres de Reynolds
inférieurs a 400 et pour n'importe quel rapport des viscosités entre les phases dispersée et continue.
© 2003 Elsevier B.V. All rights reserved.
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1. Introduction visqueux autour d’'une particule rigide et a été étudié par
plusieurs auteurf9—13). Quandx = 0, ce probleme corre-

La connaissance des phénoménes de base impliqués erspond a I'écoulement visqueux autour d’une bulle sphérique
tre une sphére fluide et un écoulement externe est impor-et a été étudié aussi par plusieurs auted®-20] Les
tante pour la compréhension des systémes liquide—liquide,phénomenes significatifs sont tres bien expliqués dans les
solide-liquide et gaz-liquide dans les domaines du génielivres de Clift et al[1] et de Sadhal et aJ6].Pour des rap-
chimique, pétrochimique ou biochimique ainsi que dans le ports des viscosités intermédiaires, la résolution des équa-
domaine du génie de I'environnement. Bien qu’aucune in- tions de Navier—Stokes est plus difficile a cause du couplage
tention d'étudier le transfert de chaleur ou de matiére en- de I'écoulement a l'intérieur et autour de la sphére fluide
tre des inclusions et un écoulement externe ne soit faite ici, et peu d'études existent. Abdel-Alim et Hamiel@d] ont
il faut mentionner que I'’hydrodynamique influence forte- employé une méthode de différences-finies. La résolution a
ment le taux de transfejt—6]. La structure de I'écoulement  été effectuée pour des nombres de Reynolds inférieurs a 50
dépend des nombres de Reynolds, intérieur et extérieur, quiet pour des rapports des viscosiiésnférieurs a 1.4. Ce
sont reliés entre eux par le rapport des viscosités=( travail a été étendu & des nombres de Reynolds plus élevés
d/1c) et le rapport des masses volumiques=£ pq/oc) (Re < 200 par Rivkind et Ryskin[22] et Rivkind et al.
entre la phase dispersée et la phase continue. Les écoulg23]. Oliver et Chung[17] ont employé une méthode dif-
ments autour et a lintérieur d’'une sphére fluide se dé- férente (développements en série de fonctions de Legendre)
placant avec une vitesse terminale de chute ont été obtenugpour des nombres de Reynolds modéis < 50).
analytiquement par Hadamafd] et Rybczynski[8] pour Dans cette étude, nous résolvons les équations de
I'écoulement rampantRe — 0). Pour des nombres de Navier-Stokes, a lintérieur et autour d'une sphere flu-
Reynolds plus élevés, les solutions analytiques n’existentide, pour des nombres de Reynolds inférieurs a 400 et
pas et des solutions numériques doivéire envisagées. des rapports des viscosités allant jusqu’a 1000. Les nom-
Quandx — oo, ce probléme correspond a I'écoulement bres de Reynolds a I'extérieur et a l'intérieur de la sphére

sont reliés paRe = «/yRey. Le rapport des masses volu-
"+ Corresponding author. Tek:33-2-33-77-11-72: mique:‘s ,n’a qg'une influence négligeable sur le coefficient
fax: +33-2-33-77-11-78. de tranée (Clift et al.[1]) c’est pour cela que dans toutes
E-mail address: asaboni@aol.com (A. Saboni). les simulations il est fixé a l'unité. A partir des résultats
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Nomenclature ou
2 .

a rayon de la sphre o ¥ SN <i£)
Co coefficient de trinée totale a2~ r2 80 \sing a0
gDF 2322:2:22: 32 Igzg \él(:(?)t:ggssiin les composantes de vitesse sont données par:

DP
d diametre de la spére 1 oy 1 oy

. U, == — - -_—, Upg = " _—

P pression " r2sing 90 ¢~ Tsing ar
Re nombre de Reynolds . . ! . .
" vitesse 4 Autour de la sphere fluide, les équations ci-dessus sont
y vitesse terminale de chute encore valables, mais pour des raisons numériques dis-
Mo"ug composantes du vecteur vitesse cutées plus tard la coordonnée radiale est transformée par

r

l'intermédiaire der = €¢, ou z est la coordonnée logarith-

z coordonn ee logarithmique radiale . : - i . )
mique radiale. Le systéme d’équations obtenu est le suivant:

Greek letters E®Y¢ = wersing ©))
dr, 86 pas d’espace du maillage
y rapport des masses volumiques
K rapport des viscosis Re [%3 ( w_c ) _Wed (Lﬂ € sing
m viscosié dynamique 2 | 9z 09 \€sing 06 9z \ecsing
v viscosié cirématique = e E?(wee” sinb) (4)
I masse volumique N L o o
o vecteur rotationnel Les conditions aux limites a satisfaire sont: (i) loin de la
v fonction courant sphére fluidgz = zo0), I'écoulement paralléle est supposé:
we = 0; Y = 0.56% sin? 6, (ii) le long de I'axe de symétrie
Subscripts ©® =07 Yc =0, 0c =0, ¥g =0, wg = 0, (iii) &
c relatif a la phase continue linterface ¢ = 0 our = 1), les relations suivantes tiennent
d relatif a la phase dispege compte, respectivement: du transfert de matiére négligeable,
00 loin de la surface de la sphe de la continuité des vitesses tangentielles et de la continuité
du cisaillement:
numéAriques, une équation prédictive pour les coefficients Ve =0; Vg =0; e — %;
de tranée est proposée, elle est plus générale que les cor- 0z or

rélations existantes et peétre utilisée pour des nombres ¢ [ 9%V e\ 3P Zal/fd
de Reynolds inférieurs a 400 et pour n'importe quel rapport ;4 T %% ) T a2 T e

972 0z
des viscosités. . . - o
La pression surfacique et le coefficient deiriée sont

obtenus en intégrant les composantes appropfi@ed.a
2. Formulation du probleme pression au point d’agét et la pression a la surface de la
sphére sont obtenues a partir des relations (5) et (6):

Dans cette étude nous considérons I'écoulement perma- 8 (" (3w dr 5
nent, axisymétrique, laminaire et incompressible autour Po= Re/); 96 s " (5)
d'une sphére fluide a sa vitesse terminale de chiie
Puisque I'écoulement est considéré axisymétrique, les équa- 4 (9 (ow 2
tions de Navier—Stokes peuveétre écrites en termes de Py = Po+ Re 0 or to 1 o — ur=1 6)
fonction courant et du rotationne}(et w) en coordonnées o . o
sphériques (Clift et al[1], Sadhal et al[6]). En utilisant IA_e’ coefﬁment_de trmée visqueuse et le coefficient de
les variables sans dimension= r*/a, ® = w*a/Uso, trainée de pression sont calculés par:

Y=y*/(Ussa®) et le nombre de Reynolds défini pBe = 4 (7 /0w _
2aUo /e, les équations satisfaites paretw sont données  CDF = o =g T cotgd sin(20) do (7)
par: 0 r=1
T
E*yrq = wgrsing (1) CpbF = / Py sin(260) do (8)
0
nepd Re[dyg 8 1 wqy Wq 8/ wd Le coefficient de trinée totale est la somme de ces deux
| =)= - ino ibutions:
dpc 2 [ ar 90 (rsme) 36 or (rSIﬂG):| contributions:

= E?(wgr sind) (2) Cp = Cpp + Cpr (9)
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3. Procedure de resolution 200 fois le rayon de la sphere fluide pour les nombres de
Reynolds de I'ordre de l'unité et a 12 fois le rayon de la

Le probléme d'un point de vue numérique est de ré- sphere fluide pour les nombres de Reynolds supérieurs a 10

soudre le€gs. (1)—(4)our la fonction courant et le champ  pour lesquels I'épaisseur de la couche limite est beaucoup

de vorticité a lintérieur et I'extérieur de la sphére flu- plus faible.

ide. La méthode des différences finies est employée dans

cette étude. Un maillage avec un pas radial constemt

et un pas tangentiel constan® est employé a lintérieur 4. Resultats et discussion

de la spheére fluide. Cependant autour de la sphere il est

souhaitable d’avoir une maille plus fine prés de la sphére Nous avons limité notre étude a I'écoulement ax-

ou les gradients sont forts. Pour ceci la transformation isymétrique autour d’une particule sphérique. Nous consid-

r = exp(z) est employée. Alors, le maillage dans la phase érons des nombres de Reynolds ne dépassant pas 400, ce

continue est produit avec un espacement uniforme seddn  nombre de Reynolds est la limite supérieure pour laquelle

selond. Les équations de la fonction courant sont résolues I'écoulement est axisymétriqgue dans le cas de la sphére

en utilisant la méthode SOR (sur-relaxations successives)rigide et pour laquelle une bulle d’air dans I'eau reste

les équations de la vorticité sont résolues en utilisant unequasi-sphérique. Nous avons obtenu des solutions pour les

méthode implicite a direction alternée (ADI). Pour obtenir nombres de Reynolds inférieurs & 400 et un rapport des

des résultats stables, précis et en utilisant un temps deviscosités compris entre O et 1000.

calcul minimal, la sélection du maillage a été obtenue en Afin de vérifier la méthode de résolution, les résultats

s'inspirant des études antérieures (sphére rigide et bulle)obtenus pour les deux cas éres ¢ = 0 et 1000) sont

et en faisant des tests avec des maillages différents. Poucomparés aux résultats de la littérature. Dans le cas de

Re < 100, le domaine de calcul a été discrétisé en 61 I'écoulement autour d’une bulle (= 0), les valeurs du co-

points selon la direction radiale a lintérieur de la sphére efficient de trénée sont comparées aux résultats obtenus par

fluide, 101 points selon la direction radiale a I'extérieur de Leclair et Hamiele¢15], Brabston et Kellef14], Ryskin et

la sphére fluide et 61 points selon la direction tangentielle Leal [16], Magnaudet et a[18], Blanco et Magnaudd1.9]

a lintérieur et a I'extérieur de la sphére fluide. Pour des et Raymond20]. Dans le cag = 1000, correspondant & un

nombres de Reynolds plus grand$0 < Re < 400, un écoulement autour d’'une sphere ayant une interface presque

maillage plus fin était nécessaire. Dans ce cas le domaineémmobile (rigoureusement la spheére rigide correspone-a

de calcul a été discrétisé en 61 points selon la direction co), nos résultats sont comparés a ceux de Leclair et al.

radiale a I'intérieur de la sphére fluide, 401 points selon la [10], Alassar et al[13], Feng et Michaelide§5] et Mag-

direction radiale a I'extérieur de la sphére fluide et 91 points naudet et al[18]. Les résultats obtenus pour le coefficient

selon la direction tangentielle a l'intérieur et a I'extérieur de trdnée et les résultats de la littérature sont donnés dans

de la sphére fluide. D’autre part la valeur du rayon maxi- lesTables 1 and Ziui montrent une bonne concordance en-

mum () délimitant la zone fluide examinée a été fixée a tre nos résultats et ceux des études antérieures.

Table 1
Valeurs du coefficient de thaée Cq4, dans le cas d’une bulle
Auteurs Re
1 10 20 30 50 100 200 300 400

Blanco et Magnaudetl9] - - - - 0.664 0.369 0.200 0.138 0.104
Brabston et Kellef14] 17.59 2.35 1.362 - - - 0.197 - -
Magnaudet et al[18] 17.44 2411 1.322 - - 0.369 0.200 0.138 -
Raymond[20] - - 1.380 - 0.661 0.364 - - -
Ryskin et Leal[16] 17.50 2.430 1.410 - 0.670 0.380 0.220 - -
Ce travail ¢ = 0) 17.58 2.490 1.429 1.035 0.690 0.391 0.206 0.143 0.108
Table 2
Valeurs du coefficient de fiaée Cq, dans le cas d’'une sphe rigide
Auteurs Re

1 10 20 30 50 100 200 300 400
Feng et Michaelide$5] 26.97 - 2.682 - - 1.095 - - -
Rimon et Chend9] - 4.398 - - - 1.014 0.727 0.610 -
Leclair et al.[10], 27.37 4.337 2.736 2.126 - 1.096 0.772 0.632 0.552
Magnaudet et al[18] 27.54 4.317 2.707 - - 1.092 0.765 0.645 -

Ce travail ¢ = 8) 27.55 4.424 2.768 2.148 1.589 1.084 0.776 0.629 0.534
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Re = 30, k=0.3 Re = 30, x =100 Re = 50, x=0.3 Re = 50, =100

Fig. 1. Champs de fonction couraatlintérieur eta I'extérieur de la spére fluide,Re = 30 et 50.

-0.001

Re = 100, k=1 Re = 100, x =5 Re = 100, =10 Re = 100, k=100

Fig. 2. Champs de fonction couraatl’intérieur eta I'extérieur de la spére fluide,Re = 100.
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Sur laFig. 1 nous avons représenté les lignes de courant sont tracés en fonction de la coordonnée angulaidans
a l'intérieur et a I'extérieur de la sphére fluide pour deux les Figs. 4-7 A partir de ces figures, on peut noter qu'a
nombres de Reynoldfk¢ = 30 et 50) et deux rapports des I'exception de larégion pres du point de stagnation a l'arriére
viscosités £ = 0.3 et 100). Ledrigs. 2 and 3montrent les de la sphére, le rotationnel et la vitesse dépendent fortement
lignes de courant a l'intérieur et a I'extérieur de la sphére du nombre de Reynolds et du rapport des viscosités. En
fluide pour deux nombres de Reynolde(= 100 et 300) et  effet, pour un rapport de viscosité fixe, le rotationnel et la
plusieurs valeurs du rapport des viscosités=(1, 5, 10 et vitesse croissent avec le nombre de Reynolds, alors que la
100). Pour les faibles rapports des viscosités, il s'avere que ladiminution dex est accompagnée pour WRe fixe d’'une
circulation interne est suffisamment rapide pour éofer la réduction du rotationnel et de 'augmentation simultanée de
formation d’une recirculation a 'arriére de la sphére, et une la vitesse a la surface de la sphére.
petite asymeétrie existe entre les régions amont et aval pres de Dans le cask = 0, les distributions du rotationnel et de
la sphere. Tandis que pour les rapports des viscosités élevéfa vitesse a la surface de la sphéere sont presque symétriques
les figures montrent une région de recirculation a 'arriere par-rapport a I'équateur pour tous les nombres de Reynolds
de la sphére. A partir ddsgs. 1-3 on peut constater que la  étudiés ici, ils deviennent de plus en plus asymétriques quand
longueur du recollement et I'angle de séparation augmentent« augmente. Dans les cas= 0, 0, 3 et 1, aucune recircu-
quand le nombre de Reynolds ou le rapport des viscositéslation n'est prévue. D’autre part powr= 5, 10 et 100, le
augmente. rotationnel change de signe indiquant la présence d'une re-
Les profils de vorticité et de vitesse a la surface de la circulation a I'arriere de la sphére. Par exemple, dans le cas
sphere pour deux nombres de Reynols £ 30 et 300) et « = 100, I'angle de séparation passe de°18Re = 30 a
une large gamme des rapports des viscosités () a 1000) 110 a Re = 300. En raison de la valeur élevée du rapport

Re = 300, k=1 Re =300, « =5 Re = 300, x =10 Re =300, « =100

Fig. 3. Champs de fonction couraatl'intérieur eta I'extérieur de la spbre fluide,Re = 300.
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Fig. 4. Influence du rapport des viscésitsur le profil du rotationnei
l'interface de la spére fluide,Re = 30.

des viscosités, ces valeurs sont trés proches de celles d'une

80

Fig. 5. Influence du rapport des viscésitsur le profil du rotationnei
l'interface de la spére fluide,Re = 30.

sphére rigide pour laquelle I'angle de séparation passe dearriere du vortex dans la spheére fluide et le cisaillement

153 aRe =30 & 11t aRe = 300 (Clift et al.[1]).

résultant est suffisamment grand pour créer un petit vortex

Pour les nombres de Reynolds élevés, I'effort exercé parsecondaire a l'intérieur de la sphere fluide, avec une circu-
la circulation est suffisant pour contrecarrer le mouvement lation dans le sens opposé a celui du tourbillon principal.
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Fig. 6. Influence du rapport des viscésitsur le profil des vitesses tangentieleinterface de la spire fluide,Re = 300.
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Fig. 7. Influence du rapport des viscosités sur le profil du rotationnel a
I"interface de la sphere fluide, Re = 300.

Par exemple & Re = 300 et pour x = 5, 10 et 100 (Fig. 4),
la présence de valeurs négatives pour la vitesse interfaciale
al’arriere de la sphére indique la présence d' une telle recir-
culation secondaire al’intérieur de la sphere fluide.

Les valeurs des coefficients de trainée issus de nos calculs
sont regroupées dans le Table 3. On observe que le coeffi-
cient de trainée diminue au fur et a mesure que le nombre
de Reynolds augmente pour un rapport des viscosités fixe.
Par ailleurs, pour un nombre de Reynolds fixe, e coefficient
de trainée augmente au fur a mesure que le rapport des vis-
cosités augmente et atteint une valeur limite correspondant
au coefficient de tralnée pour une particule sphérique rigide.

Pour présenter les résultats numériques sous une forme
plus facile a utiliser, des équations empiriques qui donnent
lavariation du coefficient de trainée en fonction du nombre
de Reynolds et du rapport de viscosité ont été proposées.
Pour des nombres de Reynolds compris entre 0.5 et 200,

Table 3
Influence du rapport des viscosités « sur le coefficient de trainée
Re «
0 0.3 1 5 10 100 1000
1 1758 19.93 22.60 25.90 26.65 27.46 27.55
10 2.490 2.912 3431 4.092 4.243 4.406 4.424
20 1.429 1.712 2.078 2.542 2.646 2.756 2.768
30 1.036 1.261 1.569 1.962 2.058 2.138 2.148
50 0.690 0.855 1.108 1.441 1511 1.582 1.589
100 0391 0507 0.693 0975 1029 1.079 1084
200 0.206 0.270 0.390 0.654 0.717 0.772 0.776
300 0143 0192 0283 0516 0576 0625 0.629
400 0.108 0.151 0.226 0.432 0.489 0.531 0.534

Rivkind et Ryskin [22] ont proposé la corrélation suivante

1 24
Cq= k| == +4ReV/3) + 14.9Re 078
1+« Re

(10)

Oliver et Chung [17] ont obtenu une équation qui lisse
bien leurs résultats numériques pour des faibles nombres de
Reynalds (0 < Re < 2):

3+ 2\ 2
1+«

Ca = Cyy +0.4 ( (11)

ou Cq est le coefficient de trainée pour I'écoulement ram-
pant (Hadamard et Rybczinski),

83k +2
T Rel4«k

et (12

Dans le méme esprit que les études précédentes, nous
avons cherché acorréler nos résultats numériques par une
équation qui serait valable alafois pour les faibles nombres
de Reynolds et pour les grands nombres de Reynolds, ceci
quel que soit le rapport des viscosités. L'équation retenue
est la suivante:

(k(24/Re + 4/Re®3) 4 15/Re®8 _ 0.02¢Re®®/
(1+ k))Re? + 40(3k + 2)/Re + 15« + 10
(14 «)(5+ 0.95Re?)

d =
(13)

Cette formule donne des valeurs du coefficient de trainée
qui coincident avec celles cal cul ées numériquement avec une
erreur n’ excédant pas 7% pour toute la gamme Re < 400 et
0 < « < 1000.

Des valeurs des coefficients de trainée issus de I’ Eq. (13)
sont reportées dans le Table 4 et comparées a celles des
résultats issus des corrélations de Rivkind et de Ryskin [22],
Oliver et Chung [17] et de Hadamard [7] et Rybzcinski [8]
pour des nombres de Reynolds inférieurs a 400 et un rapport
des viscosités k = 1.

A partir du Table 4, on peut constater que nos résul-
tats numériques sont en bon accord avec les résultats
numeériques de Rivkind et Ryskin [22] pour les nombres
de Reynolds compris entre 1 et 200. On voit également
gue les résultats issus de la corrélation que nous proposons
(Eq. (13)) sont bien conformes a ceux des corréations de
Hadamard-Rybzcinski et Oliver et Chung (Egs. (11) and
(12)) pour les faibles nombres de Reynolds d'une part et
gu'ils sont en bon accord avec les résultats numériques
d’autre part. Le Table 4 montre aussi que la corrélation
de Rivkind et Ryskin (Eg. (10)) sous-estime de maniére
significative les valeurs du coefficient de trainée pour les
faibles nombres de Reynolds. Le cas x = 1 est donné a
titre d'exemple, mais il est trés facile de confirmer ces di-
verses observations pour n’importe quelle autre valeur du
rapport des viscosités (en comparant les différentes corréla-
tions). De ce qui précede, il ressort que la corrélation que
nous proposons est plus précise et plus générale que les
corrélations proposées antérieurement. Cette information
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Table 4
Valeurs du coefficient de trainée Cq4, obtenues a partir des corrélations et des résultats numériques (x = 1)
Re Auteurs
Hadamard [7] Oliver et Rivkind et Ce travalil Rivkind et a. Ce travall
et Rybczynski Chung [17] Ryskin [22] (Eq. (13)) [23] (résultats (résultats
(8] (Eg- (3) (Eg. (2) (Eg. (1)) numeériques) numeériques)
0.1 200.0 202.5 169.2 202.4 - 206.0
1 20.00 22.50 21.45 22.52 22.40 22.60
2 - 12.50 11.93 12.46 12.10 12.14
5 - - 5.693 5.924 5.650 5.698
10 - - 3.364 3417 3.330 3.431
20 - - 2.056 2.020 2.050 2.078
30 - - 1.568 1.506 - 1.569
50 - - 1.135 1.053 1.120 1.108
100 - - 0.756 0.656 0.740 0.693
200 - - 0.521 0.404 0.430 0.390
300 - - 0.425 0.294 - 0.283
400 - - 0.371 0.227 - 0.226

devrait &re d’'un certain intérét pour I'étude des systemes
dispersés (liquideiquide, gaz-iquide ou solide-iquide)
et plus particulierement pour la conception des contacteurs
liquide-liquide dans |e domaine du Génie Chimique comme
I"extraction liquide-liquide ou les échangeurs a contact
direct.
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